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Lil. 


SUI PRINCIPII DEL CALCOLO INTEGRALE TS 


« Giornale di Matematiche », vol. XIX, 1881, pp. 333-372. 


RIEMANN nella sua Memoria Ueber die Darstellbarkeit einer Function 
durch eine trigonometrische Reihe © ha introdotto il concetto di integrale 
definito di una funzione che si mantiene sempre finita nell’intervallo di 
integrazione definendolo come z} limite (quando esiste) della somma dei pro- 
dotti di ciascuno degli intervalli in cui viene diviso l'intervallo totale d'inte- 
grazione rispettivamente molti plicato per uno dei valori che assume la fun- 
zione nell'intervallo stesso, quando questi intervalli decrescono insieme inde- 
finitamente. 

Nella stessa Memoria RIEMANN enuncia la condizione necessaria e suf- 
ficiente per la possibilità della integrazione di una funzione definita in questo 
senso. RIEMANN ritornò poi con maggiori sviluppi su questo concetto nelle 
sue lezioni sulle equazioni differenziali ‘’). 

Il chiar. prof. DINI © dà una dimostrazione completa del teorema di 
RIEMANN dopo avere alquanto estesa la definizione di integrale definito. 

Partendo dal concetto di RIEMANN e considerando un integrale defi- 
nito come funzione del suo limite superiore, esso risulta continuo ed ammette 
per derivata in tutti i punti di continuità della funzione che si integra, la 
funzione stessa; nei punti di discontinuità ordinaria a destra (o a sinistra) 
possiede una derivata a destra (o a sinistra) eguale al limite dei valori a 
destra (o a sinistra) della funzione che si integra; in un punto di disconti- 
nuità di seconda specie può l’integrale non avere la derivata: in ogni caso i 
suoi estremi oscillatori destri-e sinistri 4 sono rispettivamente compresi fra i 
limiti superiore e inferiore destri e i limiti superiore e inferiore sinistri della 
funzione che si integra in quel punto ©). 

Reciprocamente si può dimostrare che se una funzione continua ammette 
una derivata a destra o a sinistra o una derivata ordinaria atte alla integra- 


(*) Nel titolo di questo lavoro al nome dell’A. segue la qualifica di « Allievo della 
R. Scuola Normale Superiore di Pisa ». i 

(1) RIEMANN, Gesammelte Mathematische Werke, p. 225. 

(2) Vedi Partielle Differentialgleichungen von BERNHARD RIEMANN, herausgegeben 
von K. HATTENDORFF, p. 5. 

(3) DINI, Fondamenti per la teorica delle funzioni di variabili reali, p. 232 e sgg. 

(4) DINI, op. cit., p: 190. 

(5) Per limite superiore destro di una funzione in un punto si intende il limite (che 
esiste sempre) dei limiti superiori dei valori della funzione negli intorni a destra del punto 
quando si fanno indefinitamente impiccolire questi intorni. Analogamente si definiscono il 
limite inferiore destro ed i due limiti di sinistra. 
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zione (nel concetto di RIEMANN), gli integrali definiti di queste funzioni fra 
dati limiti sono eguali alle differenze fra i valori della funzione primitiva 
ai limiti dell’integrale, e più generalmente si ha, che se uno dei quattro 
estremi oscillatori di una funzione continua è atto alla integrazione in un 
certo intervallo, in questo stesso intervallo sono pure atti alla integrazione 
gli altri tre estremi oscillatori ed il loro integrale fra dati limiti è la diffe- 
renza dei valori della funzione primitiva in questi limiti stessi. 

Così la definizione introdotta da RIEMANN di integrale definito in molti 
casi (quello, per esempio, in cui la funzione sotto il segno è continua) com- 
prende la definizione ordinaria di integrale che viene data dai trattati (9) 
e ne dimostra rigorosamente la esistenza. Il chiar. prof. DINI ‘© solleva il 
dubbio che in alcuni casi possa la definizione ordinaria di integrale non 
rientrare in quella di RIEMANN, cioè vi siano delle funzioni le cui derivate 
non sono atte alla integrazione. 

Mi propongo di dare alcuni esempi di tali funzioni, come pure una dimo- 
strazione del teorema di RIEMANN, alcune conseguenze che possono dedursi 
da questa dimostrazione e l'applicazione di essa alla dimostrazione dell’esi- 
stenza in alcuni casi degli integrali delle equazioni differenziali ordinarie. 


Nell’intervallo (o, 1) può costruirsi un gruppo di punti P di seconda 
specie i quali godono della proprietà che non si possono rinchiudere in un 
numero finito di intervalli di cui la somma sia tanto piccola quanto si vuole, 
tale però che nell’interno di ogni intervallo entro a quello totale (0, 1) 
esista un nuovo intervallo in cui maricano punti del gruppo ‘9. 

Costruiamo nell’intervallo (28) una funzione che indicheremo con 


fia di) 
la quale goda delle seguenti proprietà: 1° in 4 e è sia zero; 2° sia definita dalla 


espressione 


MAIO ISEE 2 
í A = (x — af sen teri 


dal punto a fino al punto x, a destra di 4 corrispondente al massimo della 
funzione situato a sinistra del punto di mezzo c dell’intervallo (26) più vicino 
a questo punto; 3° sia definita dalla espressione 


i i 
di alia 2 
B= (b — x) senz 
(6) Vedi ad esempio SERRET, Cours de Calcul différentiel et intégral, vol. 2, p. 2. 
(7) Vedi DINI, op, cit., p. 276. | i 1 
(8) Vedi la mia Nota: Alcune osservazioni sulle funzioni punteggiate discontinue. « Gior- 
nale di Matematica » diretto dal prof. G. BATTAGLINI, vol. XIX, p. 76. [In questo volume, 
Tk: P. vi 
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dal punto 8 fino al punto x, a sinistra di 4 corrispondente al massimo della 
funzione a destra del punto c e più vicino a questo punto; 4° dal punto x; al 
punto x, sia costante ed eguale al valore comune che hanno le espressioni 
A e B rispettivamente per i valori x, e x, della x. La funzione f(x, a,b) 
sarà una funzione finita, inferiore a (5 — a), continua e che avrà in tutti i 
punti dell’intervallo (26) una derivata determinata finita e inferiore sempre 
a2(5—-a) + 1 (eguale a o agli estremi); soltanto questa derivata nei punti 
a e dè avrà una discontinuità di seconda specie perchè in vicinanza di questi 
punti essa assume valori prossimi a + I1 e a — I quanto si vuole. 

È facile poi scorgere che in un punto qualunque m dell’ intervallo (ab) 
la funzione ha un valore inferiore ai due numeri (m — a)? , (m — b}. 

Ciò premesso costruiamo nell’intervallo (0,1) una funzione ọ (x) la 
quale sia zero in tutti i punti del gruppo e nei suoi punti limiti; preso poi 
un punto qualunque che non appartiene al gruppo né è suo punto limite 
e determinato il massimo intorno di esso (æġ) in cui non esistono punti del 
gruppo, in questo intervallo (26) prendiamo la funzione @ (x) come data da 
Sila vai G) 

Avremo così definito in tutti i punti la ọ (x), la quale resulterà finita, 
inferiore a I e continua in tutto l’intervallo (o, 1); di più avrà la derivata 
in tutti i punti. Che esista la derivata nei punti che non sono del gruppo 
né sono suoi punti limiti è evidente; nei punti del gruppo e nei punti limiti 
la derivata è zero. Infatti preso un punto del gruppo o un punto limite 
m qualunque avremo: 


o(m+A)—o(m) — omh): 
A ai kh 


Ma % (m + 4) non può superare 4? quindi in valore assoluto avremo: 


STO LÀ 


(Mm + h) — 9 (1) 


jA i 


lim 


Ora abbiamo dimostrato che nell’interno di un intervallo arbitrario 
entro (O, I) esiste sempre un altro intervallo in cui mancano punti del 
gruppo P, quindi in intorni arbitrariamente piccoli di un punto di questo 
gruppo o di un suo punto limite ne esistono di quelli in cui la ọ (x) ha la 
derivata vicina a + 1 o a — 1 quanto si vuole. La derivata della ọ (x) è 
dunque una funzione discontinua in tutti i punti del gruppo P e nei suoi 
punti limiti, ed i suoi salti in questi punti sono eguali a i, quindi, poichè i 
punti del gruppo P non sono richiudibili in intervalli in numero finito di cui la 
somma sia arbitrariamente piccola, essa derivata non è atta alla integrazione. 

La funzione ọ (x) che abbiamo ora costruita gode della proprietà che 
preso un intervallo arbitrario entro (0, 1) in esso se ne può costruire un 
altro nel quale la derivata è atta alla integrazione. Vediamo ora di costruire 
un’altra funzione di cui la derivata non sia atta alla integrazione in nes- 
suna porzione dell’intervallo (o, 1). 
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La funzione 
Eg 
6— a) g (5—5) 


definita fra æ e 5 sarà sempre finita, inferiore in valore assoluto a (6 — a), 
continua e avrà in tutti i punti la derivata determinata finita, inferiore a 
3(5 —a) e non atta alla integrazione in tutto l’intervallo (24), perchè in 
un gruppo di punti non rinchiudibili in intervalli di cui la somma è arbitra- 
riamente piccola, che chiameremo P; 4, essa è discontinua e fa dei salti 
eguali a 1. Formiamo ora una funzione @. (x) nell’intervallo (o, 1) eguale 
a o in tutti i punti del gruppo P e nei suoi punti limiti; preso poi un punto 
m arbitrario che non appartenga al gruppo né ai suoi punti’ limiti e 
costruito il massimo intorno (46) di esso che non contiene punti del gruppo P, 
in questo intervallo sia la ọ, (x) definita dalla espressione 


(6 —a) o (322): 


Sia P, l'insieme- di tutti i punti del gruppo P e dei gruppi P,a che così 
si vengono a ottenere. Formiamo una nuova funzione ọ, (x) eguale a zero 
nei punti del gruppo P, e nei suoi punti limiti; preso poi un punto m non 
appartenente al gruppo, né suo punto limite, e costruito il massimo intorno 
(ar 5;) non avente punti del gruppo P,, in questo intorno la ọ, (x) sia defi- 
nita dalla espressione i 


(6:— a) 9( ot); 


\ EEEE 
così analogamente si costruiscano le funzioni o, (x), 9,(x), - -; 0» (x) mediante 
i gruppi di punti P,, P,,---, P, ottenuti analogamente a P,. È facile rico- 


noscere che in ogni intervallo superiore a 1/2?” esistono sempre dei punti del 
gruppo P, e nell’interno di ogni intervallo si possono costruire altri intervalli 
in cui mancano punti del gruppo stesso. 
Ciò premesso si costruisca la serie: 
Pi (4) 2 (x) Pu (4) a 
(4) AMBO ge RT Sf 
Essa sarà. convergente in egual grado in tutto l’intervallo (o, 1), di più la 


serie delle derivate 


} ®; (4) Pn (4) |, 
KOLE 


essendo essa pure convergente in egual grado, avremo che la y (x) sarà 
una funzione finita e continua la quale avrà in tutti i punti una derivata 
determinata e finita che sarà la serie delle derivate dei termini ‘9. Dimo- 
striamo che la Y (x) in qualunque porzione dell’intervallo (0, 1) non è atta 
alla integrazione. Sia infatti (a, 8) un intervallo qualunque entro (0, 1); 
se esso è maggiore di 1/22*-* dovrà trovarsi entro di esso più di un punto 


(9) Vedi DINI, op. cit., Pi 116, 
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del gruppo P,, e quindi un intervallo (cd) in cui mancano punti del gruppo 

P,, ma tale che c e d siano punti di questo gruppo o suoi punti limiti. 
Nell'intervallo (cd) le funzioni g', g',..., @,-_: sono continue, mentre 

la ọ„ non è atta alla integrazione perchè nel gruppo di punti P.,4 è discontinua 

e fa dei salti eguali a 1. Ne segue che nello stesso intervallo, e quindi in 

(a , B), la y (x) non è atta alla integrazione perchè i salti della somma 

$ Pm (4) 

nti sia 


sono certamente inferiori a 1/3?”+! e quindi inferiori ai salti della funzione 


Pp (4) 
3a ji 


II. 


Se f(x) è una funzione finita qualunque data nell’intervallo (x, %;) esi- 
stono (per le h; , ly, + -,hntendenti arbitrariamente allo zero) i limiti delle somme 
h, Li tte h, L, amaa '+AnLa, 
hı lı + lala +: An ln, 
quando h: + h, +-+ ln = x: — x, e Ls e 4 sono rispettivamente i limiti 
superiore e inferiore di f (x) nell intervallo hp (gli estremi inclusi). 
Infatti ammettiamo x > 4; costruiamo due diverse divisioni 
(Ax, hast y An) (Aia Mas E Am dell'intervallo (331.23). 
Chiamiamo 454::442,'**344+4 tutti quegli intervalli situati interna- 
mente all'intervallo 4,; avremo 
hitr Livi + higa Lita + + Aurp Lia S h Ly; 


quindi poichè gli intervalli Æ% che contengono (gli estremi esclusi) estremi 
degli intervalli 4, , #.,::-,4 sono certo in numero di x, ed in essi l’oscilla- 
zione della f(x) è inferiore a 2 M, (M essendo il limite superiore dei valori as- 
soluti della f(x) nell'intervallo (x,%)), avremo se le 4’ sono tutte inferiori a è 


"A DAI + h, La +.: Ù «+ Bela PA Li + a Lat- ù + +AmLm —-2%$M, 
L, essendo il limite superiore della f (x) nell'intervallo 4}. Ciò prova che il 
lim (4L1 + Ža La +- + An Lan) 


comunque impiccoliscano le %, , %,,: ++, n è il limite inferiore dei valori che 
assume la somma 


AL: + 4.L.+::-+4nLa 


per tutti i valori possibili di 4, , %4,- + +, An; perchè se questo limite inferiore 
è A, avremo che dovrà esistere qualunque sia il numero positivo e una spe- 
ciale divisione 4; , 4, ;:- «4, dell'intervallo (x, ;x:) per cui si ha 


o < h: Li + ha La +-+ An Lan  A<T 
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e quindi per è inferiore a 0/4#M, se 4; , 4. ,- ++, An sono comunque, purchè 
inferiori a è, avremo 


O< h: Li + aLa +-+ hmlu — A <o. 
Analogamente si prova che 
lim (%, l; + ala +--+ Ån la) 
esiste ed è il limite superiore dei valori che assume la somma 
h: lı + lala +--+ inln 


per tutti i valori possibili di 4,,%,,---, Ar: 
Se x, < gli intervalli 4,,4.,..., n vanno presi negativi; in tal caso 
il limite della somma 


PA PEON E SARI CIRO O ahi 


esiste ed è il limite inferiore dei valori della stessa somma per tutti i valori 
GENEA I vi fas 
Il limite della somma 


DIL 


è invece il limite superiore dei valori della somma stessa. 
Ciò prova subito che se i 


e AD + a Da +-+ AD 


D,,D.,---,D, essendo le oscillazioni della f(x) negli intervalli 4,,4,,---, An, 
tende a zero coll’impiccolire delle % in un certo moda, tende pure a zero in 
qualunque altro modo si facciano impiccolire le 4 e si ha 


lim (ž, L, + 4, La +-+ Anr La = 
lim (A, Hha la ++ An lo) = 
lim (4, A +h fa +-+ Anfo); 


fa essendo un valore compreso fra il limite superiore e il limite inferiore (gli 
estremi inclusi), di f(x) nell’intervallo %5. 

Si è così ritrovata la condizione necessaria e sufficiente perchè una fun- 
zione sia atta alla integrazione secondo il concetto di RIEMANN ©). Vediamo 
di dedurre dalla dimostrazione data alcune conseguenze. 

Si è visto, come da una funzione qualunque si può dedurre (moltipli- 
cando rispettivamente i limiti superiori ed inferiori, che essa ha negli inter- 
valli nei quali è diviso l'intervallo totale in cui è definita, per gli intervalli. 
stessi e passando al limite coll’impiccolire insieme questi intervalli) due 
quantità le quali si riducono, quando la funzione è atta all’integrazione, 


(10) DINI, Op. cit., p. 241. 
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all’ integrale definito. Queste quantità godono di alcune proprietà ana- 
loghe a quelle degli integrali ordinari. Per brevità indicheremo con 


[Ue 


Xo 


quella che si ottiene considerando i limiti superiori e con 


(Ud 


qu °D 


quella che si ottiene considerando i limiti inferiori della funzione f (x) defi- 
nita nell’intervallo (x, x), e chiameremo la prima integrale superiore, la 


seconda zrfegrale inferiore. 
Siano A, e ), respettivamente i limiti superiore e inferiore dei valori 


della f (x) nell’intervallo 4, (gli estremi ora esclusi) avremo: 


As Ai + Age e A Hg 
A APR A T PORREN Ea 
dd e RO nh a de 

l, Da + deg Da +04 An dn Sh: di F Aala ++ Ant + 406 M. 


il che prova che 


lim (4x4: + åA +. : - + lin Ax) = [ld 


Xo 


lim (h, ha + ha ha + << AIE 40 de) = [I] da, 


pad: 


per le 4,,%,,---, Xn tendenti ciascuna indefinitamente allo zero. 
È facile dimostrare le formule 


fir (x)] dx = hi f ©] dx 
IC (2)] da = fis ()] dx + fis ©] de 
jir (x)] dx ft (x)] da + fis (x)] dx 
jicr (x)]dx = cji (al de 
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xi 


[OCA 


do LA 


f U@+ 44 ali [A] dr + IL [Y (#)] da, 


Xo 


essendo respettivamente x, una quantità compresa fra x, e x;, C una costante, 
ọ (x) una funzione definita fra x, e x; maggiore in tutti i punti alla f (x) e 
W (x) una funzione arbitraria definita nell’intervallo (x, x); nelle due ultime 
formule va preso il primo o il secondo segno di diseguaglianza secondo che 
X, è maggiore o minore di x,. 

Se si aggiunge alla funzione f(x) una funzione di zrtegrale nullo le 
due quantità 


Xi 


OCIO 


xo Xo 


non cambiano. 
In particolare non cambiano mutando i valori della f (x) in un numero 
finito di punti o in un gruppo di prima specie. 
Da una delle formule scritte precedentemente si deduce se x, > To 


M (z:— x) = {ua dx = | [J dr =m (t: — xo) 


xo o 


.M e m essendo respettivamente i limiti superiore e inferiore di f(x) 


nell’intervallo (x, , x,). 

È facile inoltre dimostrare il teorema: 

Se f (x) è una funzione finita definita nell intervallo (aß), x: e x, sono 
valori compresi in questo intervallo, le due espressioni 


«I PI i j 
Aa AENEAN ED 
7 io 
considerate come funzioni di x, sono funzioni continue che hanno in ogni punto 
gli estremi oscillatori destri e sinistri respettivamente compresi fra i limiti 


superiore e inferiore destri e sinistri di f (x) in quel punto, quando si prende 
per definizione: 


x 


JU @ldx = [fd eta 


di 


Abbiamo infatti di e m' essendo respettivamente i limiti superiore e 
inferiore nell’intervallo (x, , x;) interno ad («B), dei valori della f (x)) se x; > 4 


MG )=/[f de ff Ga) 


“o na, 
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od Sal 


MG) S [ISO dr — IE deS m ix): 


x x 


quindi in ogni caso n 
Jifeze= [La 
M'2= ti — t: zm 


il che prova quanto si voleva dimostrare. 
Se ne deduce che se in un punto la f(x) è continua a destra o a sinistra o 
da tutte due le parti, in quel punto le due funzioni 


[Ue (tria 


Xo 


ammettono una derivata a destra o a sinistra o ordinaria eguale al limite 
dei valori della funzione a destra o a sinistra, o al limite comune dei valori 
della funzione a destra e a sinistra di quel punto. 

Avremo dunque che se una funzione punteggiata discontinua non è 
atta alla integrazione si possono sempre trovare delle funzioni (delle quali 
quelle che assumono un dato valore in un punto dato, sono in numero infi- 
nito) che godono rispetto alla funzione data di una proprietà analoga a 
quella che possiede per le funzioni atte alla integrazione l’integrale ordi- 
nario, cioè di avere per derivate nei punti di continuità i valori che ha la 
punteggiata discontinua in quei punti. 

A questo riguardo si può enunciare il teorema: 

Se una funzione ha delle discontinuità in un gruppo di punti entro un 
dato intervallo, esiste sempre una funzione che ha per derivata la funzione data 
in tutti i punti dell intervallo, esclusi quelli appartenenti al gruppo e i punti 
limiti del medesimo; la condizione necessaria e sufficiente affinchè questa fun- 
zione sia unica, quando viene definita in un punto, è che î punti del gruppo 
stano rinchiudibili in intervalli arbitrariamente piccoli o anche, se la derivata 
di una funzione si conosce in tutti i punti di un intervallo, esclusi quelli appar- 
tenenti ad un gruppo di punti e ai suoi punti limiti, la condizione necessaria 
e sufficiente affinchè si possa determinare la funzione primitiva (conoscendone 
il valore in un punto) è che il gruppo sia rinchiudibile in intervalli 
arbitrariamente piccoli. 

Infatti se il gruppo è rinchiudibile in intervalli arbitrariamente piccoli . 
e se due funzioni F (x) e F, (x) hanno per derivata la funzione data, la loro 


differenza 


F (x) — F, (2) 


ha gli estremi oscillatori funzioni atte alla integrazione e di integrale nullo. 
Se il gruppo non è rinchiudibile in intervalli arbitrariamente piccoli, 


aggiungendo alla f (x) la ọ (x), funzione avente in tutti i punti del gruppo 
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valori finiti discosti dallo zero più di una quantità finita maggiore della mas- 
sima oscillazione della f(x), e avente il valore zero in tutti gli altri punti, 
si otterrà la f (x) + ọ (x) funzione non atta alla integrazione e tale che A 
essendo una costante arbitraria 


Ci 


A+f[{@)+9@)]dx, 


A+SI{@+90(]dx 


saranno funzioni di x, aventi per derivata nei punti di continuità della f (x) 
(esclusi i punti limiti del gruppo) la f(x) stessa. 

Mediante i teoremi ora enunciati si vede come è possibile costruire con 
facilità degli esempi di funzioni le quali hanno in ogni porzione dell’inter- 
vallo in cui sono definite dei tratti d’invariabilità senza essere sempre 
costanti. Se infatti definiamo una funzione f (x) in un intervallo (x8) in modo 
che sia eguale ad una costante diversa da zero in tutti i punti e nei punti 
limiti di un gruppo non rinchiudibile in un numero finito d’intervalli di 
cui la somma è arbitrariamente piccola, ed eguale a zero in tutti i punti 
rimanenti ©, una delle funzioni di x, 


ju ()] 4a, 


free: 


PA 


per x, compresa fra x e B godrà della proprietà di avere in ogni porzione 
dell’intervallo (aß) dei tratti di invariabilità senza essere costante in tutto 
l'intervallo (xB). 

Passiamo a considerare gli integrali superiori e inferiori degli estremi 
oscillatori di funzioni continue. Abbiamo i teoremi: 

I quattro estremi oscillatori di una funzione hanno gli stessi integrali 
superiori e inferiori. 

Infatti in'ogni intervallo arbitrario in cui sono definiti i quattro estremi 
oscillatori di una funzione essi hanno uno stesso limite superiore ed uno 
stesso limite inferiore 2). 

Se una funzione continua f (x) definita fra x, e x; per x = x, assume il 
valore C e X (x) è uno dei suoi estremi oscillatori si ha se x, > x, 


C+ fa (desfa) C+ [DA] dr, 


(11) Ho considerata una di tali funzioni nella mia Nota già citata. 
(12) Vedi DINI, op. cit., p. 194. 
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Be: ti VI 


C+ JAE dr =S a= per 


Infatti dividiamo l'intervallo (x, ,x,) negli altri 4,,4,,---, An; avremo 
se x> xo € Ly e 7; sono respettivamente il limite superiore ed inferiore di 
à (x) nell’intervallo 4, 
È d — I 
Ly >S(#4 Sh), (at >> h) > 4h 
quindi 
C+ idr e TO A NA 


per conseguenza andando al limite per le 4, tendenti insieme allo zero si 
trova la prima relazione che dovevamo dimostrare. 

Analogamente si ha la seconda. 

Se una funzione è integrale superiore o inferiore di un’altra, essa è anche 
respettivamente integrale superiore o inferiore dei suoi quattro estremi oscil- 
latori. 

Infatti sia 


PI 


Fa) = |i] d 


Xo 


e x, > Xo; avremo che in ogni punto uno degli estremi oscillatori destri 
à (x) di f (x) sarà compreso fra il limite superiore e il limite inferiore destro 
di ọ (x); poichè dunque il limite superiore dei limiti superiori destri di una 
funzione in un certo intervallo (gli estremi esclusi) è minore del limite 
superiore dei valori che ha la funzione nell’intervallo (gli estremi esclusi 
o no), così per alcune P sopra enunciate dovrà essere: 


ji MONZESE 
Ma abbiamo trovato 


[Ddr Zs e) 


Xo 


dunque 


Î h rio) 
Yo 
Analogamente si dimostrerebbe la proprietà simile per gli integrali 
inferiori. 
Da questo teorema si deduce subito che gli integrali superiore o inferiore 
di una funzione qualunque sono respettivamente eguali all integrale superiore 
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dei limiti superiori destri o sinistri e all integrale inferiore dei limiti inferiori 
destri o sinistri della funzione in ogni punto dell intervallo. 

Abbiamo poi gli altri teoremi: 

Il massimo estremo oscillatorio destro o sinistro di cui una funzione può 
essere integrale superiore è il proprio estremo oscillatorio superiore destro 0 
sinistro. 

Infatti se 


F (2) = | (0) d. 


à (x) essendo estremo oscillatorio superiore destro o sinistro di f(x) si ha 
per un teorema precedentemente dimostrato: 


= 
F (x) — F (x) Z f (8) —S (3) 
in cui va preso il segno superiore o inferiore secondo che x, è maggiore o 
minore di x,, l'intervallo (x,,x,) essendo interno all’altro (x, 7) quindi: 


F (x2) — F (43) pi J (42) —f (43) 


X2 — £3 Tuo X2 — X3 


il che prova il teorema. 

Analogamente si dimostra che: ¿l minimo estremo oscillatorio destro o 
sinistro di cui una funzione può essere integrale inferiore è il proprio 
estremo oscillatorio inferiore destro o sinistro. 
| Dalla definizione di estremi oscillatori si deduce subito che Za somma 
degli estremi oscillatori superiori destri o sinistri di due funzioni è maggiore 
dell estremo oscillatorio superiore destro o sinistro della somma delle due fun- 
zioni, e la somma degli estremi oscillatori inferiori destri o sinistri di due fun- 
zioni è minore dell estremo oscillatorio destro o sinistro della somma delle due 
funzioni. 

Se ne deduce che se f(x), 0 (x) e f(x) + 9 (x) kanno respettivamente 
per estremi oscillatori destri superiori e inferiori re N, M e M ja € ha 


Ma PAT > 
Mn >X+M >. 


Infatti gli estremi oscillatori superiore e inferiore destri di — ọ (x) sono 


respettivamente — à; e —A,, quindi: 
ha — A >AÀ 
A — A LCN, 
e analogamente 
do — N > 
Ra AR Ke; 


queste relazioni provano il teorema. 
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Se ne ha uno analogo quando si considerino gli estrémi oscillatori 
sinistri. 
Si conclude che le funzioni 


EEROR ber AE 


2 


sta CN 


hanno gli stessi integrali superiori e inferiori. 

Non esiste che una sola funzione avente un dato valore in un dato punto 
e che in tutti i punti di un certo intervallo abbia un dato estremo oscilla- 
torio, oppure una data media dei suoi due estremi oscillatori destri o dei suoi 
estremi oscillatori sinistri, oppure di cui si conoscano delle funzioni che diffe- 
riscono da queste per funzioni di integrale nullo. 

Siano f(x) e f, (x) due funzioni che abbiano per estremo oscillatorio 
superiore destro à (x) o una funzione che differisce da questa per una di 
integrale nullo; la funzione — f, (x) avrà per estremo oscillatorio inferiore 
destro — ìà (x) o una funzione che differisce da questa per una di integrale 
nullo. Ne segue che gli estremi oscillatori di f(x) —f, (x) devono avere l’in- 
tegrale superiore e l’integrale inferiore eguali allo zero il che prova che 
f(x) e fı(x) non possono differire che per una costante. Similmente si 
dimostra il teorema negli altri casi. 

Si può dunque generalizzare agli estremi oscillatori un teorema già 
dato riguardo alle derivate. 

Se di una funzione si conosce il valore in un punto appartenente ad un 
certo intervallo, e in tutti i punti dell'intervallo stesso esclusi quelli appartenenti 
ad un gruppo di punti ed ai suoi punti limiti si conosce uno degli estremi oscil- 
latori © o la media degli estremi oscillatori destri o quella degli estremi oscil- 
latori sinistri o funzioni che differiscono da queste per funzioni di integrale 
nullo, la condizione necessaria e sufficiente affinchè la funzione sia determi- 


x 


nata è che il gruppo sia rinchiudibile in intervalli arbitrariamente piccoli. 


IIK 


Passiamo alla considerazione della esistenza degli integrali delle equa- 
zioni differenziali del primo ordine della forma 


AR A 
DE: = f®,) 
o dei sistemi della forma: 
dYx 
EA =f (XV: e Vea Ya) 
dyz 


dx pa fal& N Van: Sa Na) 


è 0 0 0 0 0 0 4 0 E E E e 0 E 0 ETE a 


E E WC RR pot flo Tit ci Igt RS. CUR sic n ur nt Le n 0 Leg MO IN.: 


dai sh; CARE RE POT DE 


(*) Che si suppone sempre finito. [Correzione autografa]. 
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allo studio dei quali si riduce molto spesso quello di equazioni differenziali 
ordinarie di ordine superiore al primo. 

La prima dimostrazione della esistenza degli integrali di equazioni 
differenziali, soddisfacenti a date condizioni, è dovuta a CAUCHY. I si- 
gnori BRIOT e BOUQUET 39 hanno dimostrato il teorema di CAUCHY con 
maggiore semplicità; il metodo porta diverse restrizioni nelle equazioni 
differenziali, consistendo nel determinare a quali condizioni esse devono 
soddisfare affinchè gli integrali resultino sviluppabili in serie di TAYLOR. 

Indipendentemente dalla considerazione della sviluppabilità in serie 
degli integrali, il sig. LIPSCHITZ (4 e il sig. HOUEL ©“5) dànno una dimo- 
strazione della esistenza degli integrali delle equazioni differenziali ordi- 
narie, di cui il concetto ha analogia con quello della dimostrazione della 
esistenza degli integrali definiti di RIEMANN. Seguendo lo stesso concetto 
ma applicando il metodo ora tenuto nella dimostrazione del teorema di 
RIEMANN, si arriva a dei risultati alquanto più generali. 

Cominciamo dalle equazioni. differenziali del primo ordine fra due 
variabili. 

Sia la funzione f (x., y) definita per tuttii valori della x ed y in un certo 
campo C a due dimensioni che contiene il punto x,,y, e sia M il limite 
| superiore dei suoi valori assoluti. 

Consideriamo le somme 


Albi dPATL, i SS La 
h, È, + ila Heee Za da 


quando si supponga che 4, + %, +--+ n = %ı— xo, (4, essendo mag- 
giore di x) che L, sia il limite superiore e /, il limite inferiore dei 
valori che la funzione f(x,y) ha nel rettangolo (xo, x + 4) (Yo + Mh, 
Yo —MA;); L, e / il limite superiore ed inferiore di f (x , y) nel rettangolo 
(£o + Ar , to + h, + ha) (Yo + A: Lı + Mh, , vot 4; 4: Mh); finalmente che 


L, e /, siano il limite superiore ed inferiore di f (x, y) nel rettangolo 
(gl el DA ENO I WEL ’ 2 rA F + Aa t An) 
(Vo + PN E + #1 Aie KÀ - Meda Li: + MA, ’ 
f: Yo + Axl, + lala +--+ An: ln — MAn). 
Sarà poi evidentemente necessario supporre che non si esca mai dal 
campo C assegnato alla funzione f (x , y). 
Formiamo un’altra divisione qualunque 4; , 4. ;- - -, Am dell'intervallo 
(X0,%:) € consideriamo le somme analoghe a quelle precedenti 
A a i sd egg DA n 
hı Ii + hala 4-4 Am ln. 


(13) « Journal de PÉcole Polytechnique » XXXVI Cahier, vol. 21, 1856, pp. 133-198; 
SERRET, Op. cit., vol. II, p. 348. 


(14) « Annali di Matematica » diretti da F. BRIOSCHI e L. CREMONA, ser. II, vol. II. 
(15) HOUEL, Cours de Calcul infinitésimal, vol. II, pp. 304, 316 e 323. 


Wwww.rcin.org.pl 


30 III. — Sui principii del calc. int. 


Suppongansi tutte le quantità 4,4, ,- +, Am minori di una quantità 3/2, 
essendo è inferiore alla più piccola delle 4, ,%,,---, Am. Sia 
h: F la +-+ Bpr KA, 
ht a a eeir E AA 
avremo che: 
A Li POM Dh, Li +-+ 4,L > hr li $M. 
Sia: 
ha— ÒD hpr + pra ++ Aima Dham 33 
Appo iipaitkerpts A Ah iia ha 
lhi: + Appa ++ Asr H 4 Z ha; 
avremo che Lj4:,L}42,:*:sL;—y saranno tutti compresi fra L, e /,, quindi: 
h L, FLSM > 44: Lis: +0 + 45 Li: > h — 48M 
e per conseguenza 
A Li + 4A:L.+ 56M >AL+4AL +: +4L>A4A45+ hi —- 56M. 
Sia: 
ha— 58> Bipi + Miga ++ ho >b (54 3)8 
Risi de Riga det AA 
lsak + Aipa ++ hhh; 
si troverà: 
h, Ly; + 118M > Rigi Lipe + Aspa Lisa +0 + ko Lo <h, la —— arr eM 
e quindi: j 
h, Lı + a La + 43L3 + 168M > A, Li + Ly +e 
+ A, Ly, > h, lı + ala + lh — 16 èM 


e così di seguito, in modo che si potrà concludere, N essendo un numero 
che dipende soltanto da 7, che: 


kh LALA bee Li + AL + + Ala 
Si ha inoltre 


ALi 4 Ae Li pupaid 4) DE, 


per conseguenza si vede che facendo impiccolire indefinitamente le 
hi sh, ,° +, An in una maniera qualunque la somma 


PE e 


tende sempre verso uno stesso limite determinato e finito che è il limite 
inferiore dei valori della somma stessa per tutti i possibili valori 
di hei pi li 


www.rcin.org.pl 
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Analogamente si riconosce che la somma 
hih h ha la hi i +-+ Ån ln 


tende pure verso un limite determinato e finito indipendentemente dal modo 
con cui impiccoliscono le 4,;%,,---, 4, e questo limite è il limite superiore 
dei valori della somma stessa per tutti i valori possibili di 4,,%,,---, An. Se 
Xx < x allora 4,,4,,:--, An vanno presi negativi e si hanno proprietà 
analoghe a quelle dimostrate ora. Queste proprietà generali valgono per 
qualunque funzione di due variabili. 

Suppongasi che 


lin, pa 4 op Lo) iti Gi PL PAZ). 


dy 


ossia: 


(1) lim D, +e Due + AD) 0, 


D,,D.,-::-,D, essendo respettivamente le oscillazioni della f(x,y) nei 
rettangoli considerati; in tal caso la somma 


lifi + lafa ++ Anfa = po An fn 


Zo Yo 
Aoa o a essendo quantità comprese fra L, e /,, L, e /,,---, La e lns 
(gli estremi inclusi) avrà sempre per limite una stessa quantità. 
va 
Reciprocamente volendo che la somma Y} %n„ fn abbia sempre lo stesso 
Xo Yo 


limite comunque si prendano le %, e le fẹ purchè comprese fra L, e 2, (gli 
estremi inclusi) è necessario che sia verificata la condizione (1). 

Resulta dunque che /a condizione necessaria e sufficiente affinchè il limite 
della somma 


hf + ha fa ++ Haifa 


esista, comunque siano le h, , l,,---, n purchè la loro somma sia xx — %, € 
tendano verso lo zero, è che la quantità 


kh Dı + -Da +-+ ks Di D MD 


x 
rc oo 


possa rendersi coll’impiccolire delle h in una certa maniera minore di gua- 
lunque quantità assegnabile, D,,D.,---,Dn essendo le oscillazioni della 
f(x,y) nei diversi rettangoli che abbiamo considerato. 

Il limite (quando esiste) della quantità 


Vo + hat 


Fo Yo 


lo indicheremo per brevità con 


fia sy) 


Zoo 
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Nella ipotesi che la f(x,y) verifichi la condizione (1) e sia x, > xo, 
per quanto abbiamo detto risulta che [f (x,y) è il limite inferiore dei 
J 


Xo Yo 


valori della somma 
yo Hh Li HA LH -phn La 
ed il limite superiore di quelli della somma 


Yo + A: lr + hala +-+ Anla 
mentre se trs Xs JEEN è il limite superiore della prima somma e il 
Xo Yo 
limite inferiore della seconda; ne segue che'se x, > x: 


(2) Yot AL, tlla +: na +4nLa2/f(£,9)>yo+A 4 hhh t z -+ Anla. 


Xo Yo 


hE AAE AE a A 
(20) CORE RE IO E h EI EN S r V E LA ARNO fa, 


0%o 
e per conseguenza in valore assoluto 
xi 


(3) Inke Ve nE Sd, c0 


YoYo 070 
Xo Yo 


e se-Å,, Az,'**, Am è un’altra divisione dell'intervallo (x, ,%:) in. valore 
assoluto 


(4) + Shah - + aras LEA Di, 


Lolo Xo Yo Xoo To Yo 


Se si ha x, > 2,3 ODE AENDA 


RETE, 


oo 


avremo supponendo che x, sia un estremo di uno degli intervalli 


Ap: My Ra 


+ Š maj- Š t| < Zap 


Xo Yo X22 x Vo 


(16) Da ciò che segue si può vedere come per mezzo di questa formula si può deter- 
minare con quella approssimazione che si vuole il valore in un punto qualunque dell’in- 
tegrale di una equazione differenziale ordinaria del primo ordine, del quale si conosca il 
valore in un dato punto. Una analoga osservazione si può fare per i sistemi di equazioni 
differenziali ordinarie del primo ordine. 
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e quindi 
(5) Jre D= JIE: 

donde 7 vdi 

© i jie) = fre + tim} Š afl 


Xo Yo 


Supponiamo che la slot (i s y) verifichi le condizioni: 


Bin Sape iin DAD =0 


To Yo Xo Yo 


in cui LL X,< ,, la funzione 


x 
F(2)=/f,7) 
Xo Yo 
avrà un significato per tutti i valori della x compresi nell’intervallo (x, , x) 
(gli estremi inclusi). ed escluso. il valore x,, pel quale però ammetteremo 
assuma il valore y,. 
La funzione F (x) è continua. Infatti per un valore a’ diverso da x, si 
ha per % sufficientemente cina 


x+h x +h 
(7) Je, y) fre. png ar, 


P essendo una quantità compresa fra il limite superiore e il limite inferiore 


(gli estremi peo di f (x, y) nel rettangolo (x', x'+ 4) (y +M4,y'— MA) 


ed essendo y'= ai Per x tendente a destra o a sinistra verso %, 


Di 


evidentemente È f(£,y) tende verso ys: 


Yo Yo 
ae PA PAIN ora gli estremi oscillatori della funzione F (2). 
Siano 2° e x +% due valori di x compresi nell’intervallo (x”, x”); 


avremo, se 4 è positivo: 


Sar sa 
1A=ff&,o)—|f&,y)> ha, 
To Yo 2o70 


A e a essendo il I suporte ed inferiore di f(x,y) pa rettangolo 


E £) OH M(r"— x), y’ — M (x — x")) ed essendo y” il valore di 


fr. Se ne deduce: 
Xo Yo 

x' 4% CA 

fre. n= fre, D) 
barili 
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il che prova che gli estremi oscillatori di F (x) in tutti i punti dell’intervallo 
(x, x") sono compresi fra A e a. Da ciò si deduce che se A,,A.;---, Ax 
sono le oscillazioni di un estremo oscillatorio às della funzione F (v) negli 
intervalli 4, ,%,,---, n in cui è diviso l'intervallo (x, , x;) si ha in valore 
assoluto: 
tr 
hi A T N P ei D a Da; 
Zo Yo 
e se A; , A20, A, sono le oscillazioni di Xx negli intervalli 4,,42,---,4% 
in cui è diviso l’intervallo (x, , x.) si ha: 
A D+ e rechi An AA E 
Xoo 
ciò prova che gli estremi oscillatori della funzione F (x) sono atti alla inte- 
grazione. Ne segue che in ogni intervallo compreso in quello totale in cui 
è definita la funzione F (x) vi sono un numero infinito di punti in cui essa 
ammette una derivata determinata e finita. 

Consideriamo nella funzione f (x,y), y come funzione della x definita 
dalla relazione y = F (x); la f (x , y) resulterà una funzione @ (x) della sola 
x definita in tutto l’intervallo (x; , x.); questa funzione è atta alla integra- 
zione in tutto l’intervallo. Infatti dividiamo l’intervallo (x; ; x), x essendo 
compreso fra x, e x, (gli estremi inclusi) negli altri 4,,4,,:--,4n, avremo 
indicando con 9, un valore compreso fra il limite superiore ed inferiore di 
ọ (x) nell'intervallo 4, che: 

Lh>9s>U; 
quindi: 
fikat aLa + Magi; + ZL D l:t F2 + “ADE Finn >A, litala + sie +Anln, 


il che prova quanto si voleva dimostrare. 
Dalla stessa relazione si deduce 


(8) rtf = [fe DE 


Xo Yo 


quindi ọ (x) differisce dagli estremi oscillatori di F (x) per funzioni di inte- 
grale nullo. 
Riprendiamo la formula (7), avremo 


x'+% 


Jr, n= fre, y) =h [f (2, y)+ 08] 
fre n=fra y) =— h [f #,9)+0 di), 


$ e è, essendo rispettivamente le oscillazioni della f(x,y) nei rettangoli 
(a',x'+ 4) (y+ MA , y— MA) e (x', x'— A) (y'+ Mh , y'— Mh.) e 0 e 0, 


numeri compresi fra + I e — I (gli estremi inclusi). 
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Ne segue che: Sana n 
— F LU , 
AERA TE 7 (wy) 408 
F (x'— h) —F (4° PRT 
TEADETE) _ f(e, y) H Od. 


Suppongasi la f(x,y) continua assolutamente rispetto ad ambedue 
le variabili x ed y nel punto (x, y’); avremo: 


lim F (x+ AmE AAE 
Mn e a f (x,y) 


hi=0 È 


il che prova che la F (x) ammette nel punto x’ una derivata ordinaria deter- 
minata e finita ed eguale a f (4, y^). 

Di qui si deduce che se f (x , y) è in un certo campo continua assoluta- 
mente rispetto alle due variabili x e y, per tutti quei sistemi di valore (x, , Yo) 
per cui vien soddisfatta la condizione (1) la funzione 


Ji (x,y) 


Xo Yo 


è un integrale della equazione differenziale 


dy 
pa) =f (x,y). 

È facile di più provare che se per il punto Xo, Vo la funzione f (x , y) 
verifica la condizione (1) non può esistere che una sola funzione y = F (x) che 
der x = x, assuma il valore y, e verifichi l'equazione differenziale 


Z 2f(x,9) 
per x compreso fra x, € x,. 

Infatti se ne esistessero due diverse F (x) e F, (x) dovrebbe potersi tro- 
vare un punto x, compreso fra x, e x; in cui esse differissero per una quan- 
tità finita #. Costruiamo successivamente i rettangoli (xo , %o + 4.) (Yo + 
+ MA; , Yo —Mh,) , (Xo + h: , % +4 + 4a) (Yo + Ar Li + Mha , Yo + tli — 
— MA.) ècc. essendo %, + kh, +-+ An = X; — xo, evidentemente se x è 
compreso fra x, e x, + 4; (gli estremi inclusi) i valori F (x) e F, (x) devono 
essere compresi fra y, FAL, e y, Fh, h; se x è compreso fra x, +4; e 
Xo + 4: + 4, (gli estremi inclusi) i valori di F (x) e F, (x) saranno compresi 
fra y+4;L: +% L, ew +44 + Alı ecc. Finalmente per x compreso 
fra xx Fh +.. ++ Ani € Xy + h, H- + 4-1: + An (gli estremi inclusi) 
F (x) e F, (x) saranno compresi fra v + Ar Lı +H aLa Heee H Anla e 
Yot hrl +... tAn-xIn-1 + rln. Quindi in valore assolato 


[Vo + 4 Li: + La +-+ fn La] 


e l S hD SF E = 
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qualunque sieno 4, , 4, ,- --, 4» il che è contrario alla ipotesi fatta. Analoga- 
mente si riconosce che se per il punto x, , v è verificata la condizione (1) per 
la funzione f (x,y), e di più esiste una funzione y = F (x) che verifica la 
equazione differenziale dy/dx = f (x , y) si ha 


F (2) = [fæ s3). 


Xo Yo 
Suppongasi che per x, ed x; fissi e per tutti i valori della y compresi fra 


yi e ya sia verificata la condizione (1) per la esistenza di 


[ED 


oY 


potremo in tal caso considerare 


F (y) =| fŒ, y) 
oI 
come funzione della y definita nell'intervallo (y, , ya). 
Se preso o piccolo ad arbitrio si ha in valore assoluto 


de An De a (03 ’ 

XoY 
quando tutte le 4, sono inferiori ad una certa quantità, per tutti i valori 
di y compresi nell’intervallo (y;, y2), la F (y) è continua rispetto ad y. 
Infatti prendendo 4, , 4, ;-- -, An sufficientemente piccoli potremo avere per 
VP Vo Yio Va SA 0 2 Y: 

F (ys la -+ $ jan <B 
Xo Yo 


Xr 


F05+8)—|1:+3+ > faha <o. 


Zo Yot’ 

Ora f, è compreso fra il limite superiore ed inferiore dei valori della f (x , y) 
nel rettangolo (x, xo + A) (yo + MA; , Yo —-Mk;) e fı fra il limite supe- 
riore ed inferiore nel rettangolo (xə , £o +41) (yo + 3$+M4,,v + è —--M4,). 

Quindi se $ è inferiore in valore assoluto alla minima delle quantità 
2M4,,2M4,,-::,2M4n, i due rettangoli hanno una porzione comune, quindi 
possiamo prendere f, =f, ; fa può prendersi fra il limite superiore ed inferiore 
di f (x,y) nel rettangolo (xo + Ar, Xo t A +A) Wo+4:f+MA4,, Yo + hf: 
—M4,) e fa fra il limite superiore ed inferiore di f (x , y) nel rettangolo 


(tot hi, Xo HA: + ha) (Vo n ò + hi. fi +M%,, PPS hifi + MAN 
quindi possiamo prendere f,= f, e così di seguito. Se ne deduce che 
F (ye + 8) —F (y) < 20 + Š, 


in valore assoluto, il che prova la continuità di F (y). 
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w 
‘SI 


Analogamente si può provare che, se 


ffo 39) 


Vo 


ha un significato per tutti i valori della x in un intervallo (x, , x) e di 
più si ha sempre che preso o piccolo ad arbitrio si ha in valore assoluto 


XI 


Robi < 6 
xo 
per le 4, inferiori ad una certa quantità e x compreso nell’intervallo (x, x), 
essa è funzione di x nello stesso intervallo finita e continua. 
Se delle tre quantità x., Yo, X, nell’ espressione 


fien 


Xo Yo 


due qualunque possono variare in un dato campo a due dimensioni, nel 
campo stesso la espressione considerata può riguardarsi come funzione finita 
e continua assolutamente rispetto alle due variabili e infine se tutte e tre 
le quantità xə, Yo, X, possono variare in un certo campo a tre dimensioni 
la espressione considerata è una funzione finita e continua assolutamente 
rispetto a queste tre variabili purchè sia sempre verificata la solita condizione 


i 
A ded 
Xoo 
essendo e piccola ad arbitrio e le 4, inferiori ad un certo numero, per tutti 
i valori che x, Yə%, possono assumere. 
Se la x ed y possono variare in un certo campo C a due dimensioni la 
espressione 


(f&,9) 


xy 


sara una funzione y (x,y) di x e y. In essa consideriamo y come funzione 
della x definita da 


ya = (f& 9) 


Xo Yo 


essendo x,y, un punto del campo C e x compreso fra x, ed x,. 
Questa funzione d(x,yx) sarà costante ed eguale a 


j (#13). 


Di qui si conclude che se la relazione p(x, y) = Y (zoo) che è eviden- 
temente verificata per x = x) , y = Yo È capace a partire da questo punto 
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fino ad un valore x, compreso nell’ intervallo (x, x:) a definire una sola 
funzione implicita y della x, questa funzione è 


x 
y (#,9). 
zoo 
Quindi se oitre alle condizioni ora imposte la funzione f (x , y) è continua 
assolutamente rispetto ad x ed y in tutti i punti del campo C la relazione 


Y (x, Y) = f} (fo » Yo) 


sarà una relazione integrale della equazione differenziale 
Zf ,y): 

Diamo alcuni casi di equazioni differenziali per le quali è verificata la 
condizione (1). 

Se la funzione f (x , y) è in un certo campo finita e continua assoluta- 
mente rispetto alle due variabili ed ammette in tutti i punti un estremo 
oscillatorio in valore assoluto inferiore ad un certo numero finito A, si avrà 
sempre, se x Ya è un punto del campo, purchè si resti sempre nell’inzerzo 
del campo stesso 

bad 4 
lim Di 4,D,=0. 
Xo Yo i 

Infatti abbiamo, se la funzione f (x , y) è continua assolutamente nel 
campo che si considera, che è possibile determinare un valore è tale che la 
differenza fra due valori della funzione in due punti del campo situati alla 
distanza è o a una distanza minore di è, sia inferiore ad un numero arbi- 
trario o (7). 

Ciò posto prendiamo A, = Ř, =- -= n = ð, avremo 


D, <2 AMò +0 
D.<A[@AMè+0c)+2M]è +0 


è dla 000: (nai è è dd den 


fx } 
D,<A[X Daji 2M] +o, 


M essendo il massimo valore assoluto della funzione f (x , y) nel campo che 
si considera. Se ne deduce 
d d_31 p—s 
$D.<a[X DF 2m] Stot XD. 
RA 


p-r 5 
= X D.[A8 + 1]+2AMè +0 = X D.[AB+ 1] +e, 
I I 
in cui s = 2 AMò + o. 
(17) Questa proprietà delle funzioni di due variabili continue assolutamente è una 


estensione di un teorema sulle funzioni continue di una variabile del sig. CANTOR (DINI, 
op. cit., p. 48). Essa può generalizzarsi anche alle funzioni di più variabili. 
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Quindi: 


$p. SAR ANA Dre L, 


e per conseguenza: 
d 
DThD.<x KAS + 1)2— 1]. 


Se $ è il numero totale di intervalli contenuti in quello totale (x, , x) 
si deduce che: 


$ in Di << {ei} 

Zo Io 
a essendo il valore assoluto di x, — xə. Ciò prova il teorema enunciato. 

Esso può generalizzarsi supponendo che nel piano per la funzione finita 

Í (x , y), escluso un numero finito o infinito di punti costituenti un gruppo di 
prima specie, o anche più generalmente un gruppo di punti rinchiudibili 
in un numero finito di strisce parallele all’asse delle y di cui la somma delle 
larghezze contate parallelamente all’asse delle x può rendersi inferiore a 
qualunque quantità assegnabile, in tutti gli altri punti siano verificate le 
condizioni del teorema precedente, intendendo sempre che i numeri A e c 
non dipendano dalla larghezza delle strisce che si escludono. 


Infatti supponiamo di prendere queste strisce di piano comprese respet- 
tivamente fra le rette 


® è 0 0 0 0 è 0 0 e a 0 0 e s e è es 0. è è 0 


e supponiamo inoltre di prendere fra i punti di divisione dell'intervallo 
(x0,,) i punti 2',x'°+ K AGRE K”,..-.,x9,x94 RKA 

Ammettiamo inoltre che tutti gli altri intervalli di divisione siano 
eguali a ò in modo che 


PARA (29 3E R dà g” 3, 


Avremo, in modo analogo a quanto venne fatto precedentemente, che 


Š 4,D, < 2MR'(14 ADI La MRY 4 Agente. 


Xo Yo 
+2 MK? (1 + aD” A+A — 1], 
quando si ponga: 


e = 2 AMè +o TA ET E E E, 


www.rcin,org.pl 


40 III. — Sui principii del calc. int. 


Ne segue che (essendo œ eguale al valore assoluto di x, — x) 


È D, <2M (K4 K”. H K”) 40 LL (A n, 


Xo Yo 


il che dimostra il teorema. 
Si può dunque concludere: 
Se si ha leguazione differenziale 


ed il punto x,V, è un punto arbitrario di un campo a due dimensioni in cui 
la f(x , y) si mantiene sempre finita e di più è continua assolutamente rispetto 
ad x e ad y e ammette in tutti i punti un estremo oscillatorio rapporto ad y infe- 
riore ad un numero finito A, (escluso per queste due ultime condizioni al più 
un numero finito o infinito di punti rinchiudibili in strisce di piano paral- 
lele ad y e di cui la somma delle larghezze contate parallelamente ad x può ren- 
dersi minore di qualunque quantità data) esiste sempre una funzione finita 
e continua y della x definita in un intorno del punto x, la quale per x = x, 
assume il valore y, e verifica la equazione differenziale data per tutti quei valori 
della x a cui corrispondono valori della y tali che nei punti x, y la fun- 
zione f (x , y) è continua assolutamente rispetto ad x ed y. 

Se intendiamo ora per integrale generale di una equazione differenziale 
dy/dx=f (x , y) in un certo campo una funzione y = ọ (x, Yo , Xo) tale che per 
ogni sistema di valori di x,y, corrispondente ad un punto del campo che si 
considera risulta la y una funzione della x (che può chiamarsi un integrale 
particolare) definita in un certo intervallo che contiene il punto xo, e che verifica 
l'equazione differenziale data e di più assume per x = x, il valore Yy, , e inten- 
diamo per integrale singolare di una equazione, che ammette già un integrale 
generale, qualunque funzione y = V (x) definita in un certo intervallo (aß) 
la quale verifica l'equazione differenziale data, e non coincide in nessuna por- 
zione finita dell intervallo (aB) con un integrale particolare, avremo che se 
nell integrale singolare al valore x' di x corrisponde il valore y' di y, esiste 
sempre un’altra funzione y = 0 (x) che per x = x' assume il valore y' e verifica 
l'equazione differenziale data. Di qui si vede subito che colle condizioni imposte 
nel teorema precedente alla f (x , y) supposto di più che essa sia continua 
in tutti i punti del campo, l'equazione differenziale ammette un unico inte- 
grale generale e non ammette alcuna soluzione singolare. 

Se la f (x , y) fosse sempre finita e continua e, escluso un numero finito 
o infinito di linee mediante dei campi che le racchiudono e i cui contorni 
siano infinitamente vicini alle linee stesse, in tutti gli altri punti del campo 
si verificassero le condizioni del teorema precedente, in tal caso la equazione 
differenziale non potrebbe ammettere (posto che ne avesse) per integrale 
singolare che alcune o tutte le funzioni y delle x corrispondenti alle linee 
singolari considerate. 
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Se quindi la f(x , y) fosse finita e continua in un certo campo e avesse 
in tutto il campo una derivata rispetto alla y,èf(x,y)/®y, finita o no, ma 
continua rispetto alle due variabili x ed y e la relazione 

f(x, 

ot È T A VAE TA | 
definisse implicitamente un numero finito o infinito di funzioni continue y 
della x, fra queste sole dovrebbero trovarsi gli integrali singolari della equazione 
differenziale dy|dx = f (x, y) nel campo che si considera dato che in questo 
stesso campo l'equazione differenziale avesse un integrale generale ©9. 

Quando si sappia solamente che la funzione f (x , y) è finita e continua 
assolutamente rispetto alle due variabili x ed y, in tutti i punti di un certo 
campo, non si è sicuri della esistenza di integrali della equazione differen- 
-ziale dy/dx = f(x, y) nel campo che si considera. Però anche con queste sole 
condizioni, purchè la funzione f (x , y) in tutto il campo sia sempre crescente 
o sempre decrescente rispetto ad y si può dimostrare l’esistenza di integrali 
generali della equazione differenziale in tutto il campo; anzi si può dimo- 
strare che per ogni punto x,y, per cui non si verifica la condizione 


lim SADa = 0 


oo 
esiste sempre più di una funzione che per x =, assume il valore y, e 
verifica l'equazione differenziale data. 
Suppongasi infatti la funzione f (x,y) sempre crescente rapporto ad 
Y,X%oV, un punto del campo che si considera. Costruiscansi le note somme 
(purchè non si esca mai dal campo) 


Vo + Di bla, benda DATATA 


*0%o Foo 
e si passi al limite per le 4, tendenti a zero. 
Indichiamo i due limiti con 


yet Dt) e vi a (#9) 
avremo che ambedue queste funzioni tenderanno verso y, per x, = Xo. Se 


x; è il massimo valore che può assumere x, e 


Xx, > Xa > X3 D Ko 


si avrà P 
da “3 
Dhnln— È hr Ln = (21—23) 9, 
Xo Yo Zo Yo 
quando si supponga che l’intervallo (x, x) tanto nel fare luna che l’altra 
somma si divida nello stesso modo; e 9 sia una quantità compresa fra il mas- 
simo e il minimo di f (x , y) nel rettangolo 


x3 x3 
EVE ’ (1.4 È) An Ln — M (a. — X3) Vo + b3 An La +M 2) 


£o Yo Xo Yo 


(18) Vedi SERRET, op. cit., vol. II, p. 384. 
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se ne deduce che 
D (x2) — Da) = 9; (ra — 73), 
0, essendo compreso fra il massimo e il minimo di f (x , y) nel rettangolo 
(12,43) @ (23) —M (1, — x) , Da) + M (xa — x3)), 
ossia (ponendo y, = D (x,)) 
D (x2) — Da) = [f (23 , Y3) + E] (2 — x3), 
e essendo inferiore in valore assoluto alla oscillazione della funzione f(x , y) 
nel rettangolo (x.,3);(D(x) — M (x: — x3) , P(a)+Mla.— 2). 
Ne segue che: 


D(z) — D (r) _ 
X2 — X3 


lim 
xg=%3 


VACZILAE 


il che prova che la derivata a destra della funzione ® (x) nel punto x, 
è f (x, ,y3). La derivata a sinistra si prova analogamente avere lo stesso 
valore e pure in modo analogo si dimostra (ponendo y} = @ (x,)) che 


ara A 


il che prova che le due funzioni ® (x) e ọ (x) verificano nell’intervallo (xs, x), 
qualunque sia x, purchè però sia preso convenientemente x, maggiore di 
xo, la equazione differenziale data e si riducono a y, per x = xo. Si riconosce 
facilmente che il teorema non è più valevole se x, < xo. 

È poi facile il provare che qualunque funzione y = 0 (x) definita in una 
porzione dell’intervallo (xo, x:) che per x = x, assume il valore y, e verifica 
l'equazione differenziale data, deve soddisfare la relazione 


® (2) =0 (1 =9(2). 


Se consideriamo le due funzioni ® (x) e ọ (x) come funzioni anche del 
punto x,y, e le indichiamo con ® (x, Xo sJ): OKE, X vo) si può dimostrare 
che ambedue queste funzioni sono continue rispetto ad yə- 

Infatti se y, > % si deve avere, per essere la f(x, y) crescente con y, 


Yo Ar dA “E 5 ha C 


Xo o Xo Yo 
onde: 


D (x, Xo , Yo) ZD E , Xo , Yo) - 
Se ne deduce che la ® (x, x, , Yo) è crescente con y,'e analogamente si 
prova che la differenza 
EEE Er — D(1, Xo, Vo) 


cresce col crescere della x. 

Dall’essere la ® (x, x,y) crescente con y, si deduce che supposti 
x e xo fissi e qualunque esiste il limite di ® (x, x, , Yo) per yo = Yo; indi- 
chiamolo con % (x). Questa funzione assume per x = x, il valore y, di più 
la differenza ® (x, x , Yo) —- Y (x) cresce in valore assoluto col crescere della x. 


Consideriamo il rapporto 
da+4)—d(4) 
h 
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se 4 è inferiore ad un numero positivo 4, avremo che 


p (r +4) —y(a) __D(A+4, 20, Yo) — 9 (t, to, Yo) 4 2e. 
A Pia A A 
e essendo in valore assoluto inferiore alla differenza ® (x + A %ə, Vo) — 
— (x + 4.) ossia, se 4, resta fisso, e è una quantità tendente allo zero sol- 
tanto con Yə — Yə. Ma 


Vada 70 (4 864 e ATI Et, 


è essendo un numero compreso fra o e I, e per la continuità della f (x , y) 
si avrà, (B tendendo allo zero con y, — Vo € 4) 


f(x + òh , Dx +34, xo, y)) =f (x, 4) + B- 


Ne segue che: 


SETA. s fig , P) opi 


il che prova che la W (x) è una funzione continua deila x che ha in tutti i 
punti la derivata eguale a f(x, (x). Essa adunque verifica l’equazione 
differenziale data. 

Ma la Y (x) è in ogni punto superiore o eguale a ® (x, , x, , yb), dunque 
deve aversi 


p(x) = O (£, £o s Vo), 


ciò che prova la continuità della funzione ® (x, x, Yo) rispetto ad y,. 
Ciò premesso si prova subito che qualunque sia il punto x,y interno 
al campo in questione è sempre possibile trovare un valore x inferiore ad 
x, tale che esista una funzione v della x che nell’intervallo (x, , x) verifichi 
la equazione differenziale data e nel punto, x, assuma il valore y,. 
Infatti se y; œ> Vo + (xo —)M e yi <a —x:)M 4 essendo 
inferiore ad x,; purchè non si esca mai dal campo avremo; 


Vitt È, lin Ln > Yo > Yr + È fn Ln; 


xi Ir 1% 
onde 
D (4, xi Al D ACI SI aN 
per quanto dunque è stato detto esisterà una funzione 
D(x, x,y) 

y: essendo compreso fra y, e yz, che per x = x, assume il valore y, e verifica 
l'equazione differenziale data mentre è definita fra x; <, € xo. 

Analogamente operando, se la funzione f (x , y) fosse decrescente rispetto 
ad y si troverebbe che se in un campo a due dimensioni la funzione f (x , y) 
è sempre crescente o sempre decrescente rispetto ad y, preso un punto arbitrario 
Xo Yo Si può sempre trovare un intorno (x; ,x;) del punto x, in cui è definita 
una funzione y della x che verifica l'equazione differenziale data e assume il 
valore Y, per x = xo. 
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IV. 


Consideriamo ora il caso di un sistema di equazioni differenziali ordi- 


narie. 
Si abbiano le funzioni finite: 


Nd (a DR, Yi $ aa 
ff (a ire ` ay) 


E e TE I NORNA R E eee ale sa 


definite in un campo a n + 1 dimensioni di cui un punto interno sia il 


VI () 
punto Xo Vo s Vo gita . 


Consideriamo le somme 
n n 
Dh, LA Š pA h, LP 
x I 


per tutti i valori di p da 1 ad 7, con L e Z si intendano rispettiva- 
mente il limite superiore ed il limite inferiore dei valori della funzione f% 
nel campo a (n + 1) dimensioni: 


| o in: Sep de 
tr ri I 


V + D, hil; — h, M' o Va DAL AM 


PERR 7—1 


V+ Duli — hM” , yot Duli + hM" 


do cv e S R TE A E E A E le M ade ie OR APEE F ET TTF E T E 


p's E o ftt * 


904 Dl eM aa y3+ BAL + 4,M®, 


sia hit ha t.. F Am=%, — 4 avendosi z: > x, ed M% sia il limite supe- 
riore dei valori assoluti della f‘9) in tutto il campo in cui questa funzione 
viene considerata. Si dovrà evidentemente ammettere che x, e 4, ,4,,°--,4m 
siano tali che non si abbia mai da escire dal campo assegnato alle funzioni 
che si considerano. 

Analogamente a quanto venne trovato nel $ III si ha ora 


m Pry 
a ( 
a, y L e i DIO s a 
I I 
in cui 4, è un numero che dipende soltanto da m quando le %,,, sono nuove 
divisioni dell’intervallo (x, x,) inferiori tutte a $/2 in cui è è quantità minore 


delle più piccole delle 4,, ed L®, ha rispetto ad %,,, lo stesso significato 
che L, rispetto a 7,. 
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Si ha dunque che le somme 


3: h, LI i È; h. [P 


hanno per le 4, tendenti insieme allo zero limiti determinati e finiti che sono 

respettivamente il limite inferiore ed il limite superiore delle somme stesse 

per tutti i possibili valori delle 4,. Proprietà analoghe si hanno se x, < x. 
Quando si abbia per tutti i valori di p 


(1) o=lim Y4,DI? per 4,=4,=---=/m=0, 


în cui 
pË ET a Id ; 


allora le somme 
(2) yP +2, h, LA : yo | pal h, fo: ’ y + po f; pr 


in cui fP è un valore qualunque compreso fra LÒ e IP, tendono coll’avvi- 
cinarsi insieme allo. zero delle h, verso uno stesso limite. Questo limite lo 
indicheremo per brevità con 


xi 
J2 (x A y y r SEAN 
arri 
Reciprocamente si ha: affinchè le tre somme (2) abbiano per le h, tendenti 
insieme allo zero uno stesso limite è necessario che sia: 


m 
lim X,,4-D =o, 
I load 


per qualunque valore di p. 
Supponiamo verificate le condizioni (1) per tutti i valori di . Si hanno 
subito le formule, valevoli per tutti i valori di p, se x, > %o» 


n 
%0%o °° pre ) 


(3) JO + pol pini sj” JPL yP > h, I2; 
zo Yo: - 99) 


quindi in valore assoluto: 


(4) | Jy” ENE y” x Aa 2z 5 j. DË., 


A n 
oo sag 
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Se £: > ta Xo Oppure x, <.<; ekper:! qualunque: valore “di p 


p (70, 
zoh 399) 
allora si ha: 
(5) f. po = f f” 


tolo . 9) xa VA yz .. +3) 


Sia x: > Xo> x e oltre alle relazioni (1) si verificano le altre: 
pic 
lim 4,:DA = o, 
I 


h,., essendo gli intervalli in cui è diviso (x, , x), allora 


x 
Í 0) 
o Yo se + 92) 
considerato come funzione della x definita nell’intervallo (x,, x), posto che 
per x = x, assuma il valore y(?, è una funzione finita e continua che in ogni 
punto x, ammette per estremi oscillatori quantità comprese fra i limiti supe- 
riore e inferiore ©“ della f(9 nel punto 


yi 
x = x, $ ) = [9 (Pet, ai) 


n 
xoy I 


Questi estremi oscillatori resultano funzioni atte alla integrazione. 
Se la funzione /‘?) è in tutti i punti del campo in cui è definita continua 
assolutamente, allora 


jjo 


Ù n 
09:39) 


~ 


ammette in tutti i punti x, una derivata che è il valore della /‘(A nel punto 
st) 
=; yA = | fA (D =1,2, 2). 
og y 


Se quindi tutte le funzioni f’ ,---,@ sono nel campo in cui vengono 
definite continue assolutamente, allora le funzioni 


fs0 (PE, 


(19) Intenderemo, analogamente a quanto fu detto innanzi, per limite superiore di una 
funzione di 7 variabili in un punto il limite verso cui tendono i limiti superiori della funzione in 
un intorno a 7 dimensioni del punto che si considera, quando questi intorni decrescono indefini- 
tamente. Questo limite esiste sempre ed è indipendente dal modo con cui gli intorni decrescono. 
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sono integrali del sistema di equazioni differenziali ordinarie 


dy”) 4 
sa = fA (x,y, YA CEEE EEA 


e per x= x, assumono i valori 
(2) 
Vo (Pest 04, 22). 
Nessun altro sistema di funzioni che assumono questi valori per x = x, 
può verificare il sistema differenziale. 
Abbiamo dunque il teorema: 
Dato il sistema di equazioni differenziali 


dy lf) x eg j 
T 0) (dd sy) (9==13,2,:+4,#), 


PPT 


le fA essendo funzioni finite e continue assolutamente in un campo a (n+ 1) 
dimensioni nel cui interno si trova un punto 


) (6) 
x = Xo , yP = yh E Bitta) 
se esistono due valori x, e x, tali che 
X1 > Xo > 4a; 


lim Y 4 DP = limY 4 D”, = 0 


qualunque sia p , (hı, hz,---, lim € lr,ı,Řa,13***, Am,ı essendo gli intervalli 
în cui sono divisi gli altri (xo, %:), (X0,%.) € DI? è DI? ) avendo sempre il 
solito significato) esiste sempre un unico sistema di funzioni 


X (x), y" (a) EEE ALE 


definite fra x, e x, che verificano il sistema di equazioni differenziali date e 
assumono rispettivamente i valori 


Mn (n) 
Yo 1 Vo risi No 


per x = xo. 

Le condizioni che abbiamo ora imposto per la esistenza degli integrali 
delle equazioni differenziali sono verificate per qualunque punto x = fo» 
yA = yA, (p =1,2,:::, n) quando gli estremi oscillatori delle funzioni 
FS (x,y, yY”, -+ 9) rispetto ad y’, y”,---,y sono finite ed inferiori ad 
una data quantità A. 

Infatti sia $ una quantità tale che due valori di una qualunque delle 
f'® in due punti distanti fra loro di $ o meno di è sia minore di c. Pren- 
diamo 4, = 4, = 43 ,---,= An = è, avremo analogamente a quanto venne 
fatto nel § III, se y è una quantità maggiore di tutte le M, 


gioni 


EP dI DI + 2 u| Anè +0+ È, D”, 
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quindi: 


DRD) Di + Azò] +e, 


posto e = 2 pAn:d Fo. 
Per conseguenza: 


m 
€ A pat 
Z, h, DI ro, cpc e a 
il che prova che: 
m 
lim D #D' 0. 
I 
Analogamente si dimostra che: 
Mi 
lim D AD. #0. 
I 


Se dunque chiamiamo ©° integrale generale di un sistema di equazioni 
differenziali 


dy”) , " 
ANI) (fp=1,2,0::,%) 


FLV E 


un sistema di funzioni: 
VO i) (Peres ro 0) 


tali che per ogni sistema di valori di xo, Yo,- -, Y®Ð che definiscono un punto 
del campo C, resultino le y®) funzioni della x definite in un intervallo che com- 
prende il punto x, le quali verifichino il sistema dato e per x = x, assumano 


t valori 
y» (1200 0) 


avremo che se Ze 
VASO (x sile «di yi) 


sono funzioni finite e continue assolutamente e hanno gli estremi oscillatori 
rispetto alle y°,y",---,y inferiori ad un numero finito, esiste sempre un 
unico sistema di integrali generali del sistema proposto ©». 

Analogamente a quanto abbiamo ora fatto possono generalizzarsi alcune 
altre delle proprietà trovate per le equazioni a due variabili. 


Pisa, 21 aprile 1881. 


(20) Vedi $, TII. 
(21) Vedi LIPSCHITZ, op. cit. 
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